
[57.2 Forces quadratiques) Cours 14 .
1

17
.2 .7Rappe 17.12 .24u

Pour AEMn(t) , syretrige (A=AT) P

on a difint we forme quadratique
NPO :

-------

R
. Evaluez

da :

x sAx
seance Ral

It
-i ·

/15janvier
14h -> 16h

A & onsultations
examens

(x , y) Ay I1
qui est we forme biliaire syretrique
cad satisfait les propriétés 1) 2)3) de E

Il Il (Lead presge un product scalaires manguyen
et on a on (TM 7 .2 .4) qu'il existe Porthogonale

----

et D diagonale (EMn()) telles gen

9(x)
= ap(y) où x=Py(y=px)
⑳

on dit ge ap est l forme diagonale de A

on a 9 ply) = 1,y27 - + mymon XeSpa(A)
et les colonies /unitaires) de P sont appelées les
ales principaux de A



&.7. 3 : classification des formes
quadratiques /réelles)

Déf. 7 .
3

.1 : AEMn/R] tq A = Ar .

n

et sort >=TA .

ER

On dit ge &A (on A) est

1) difinie positive s 9qp >0 Victo

2) difinie négative si 90 Vs2 0

3) rondifinie s'il existe XER"
, yen

-
9 94(30
et 9p()0

4) positive s 9g()20 VER

5) régative is 9Ap20 V2 - Pr

6) isotrope si ExcER" Sol tog 42=0
(un tel oc s'appelle (ecteur isotrope

↑7) von dégénérée nère latitude.

Si Ay =0 by implique = 0
.



EX : 7
.

3 .2 9( =zx = (2)
E2 ZER

donnehe function
1) #- D

9App2) =3x+7x=z
(2)9

a &
at

ellipsesize. re
les sechons horizontales h 32

D

i .e intersechon
34 · (32)L

avec plan
z =C 9 est

ellipses si 0 disne
1 point C= 0 10 ,0) positive

↑o
car

3x+7x220
da =0

seulement i 44Ph]et von-dégénérée 13

et ↑A difinte régative
(a
,0)



à 2 variablese&A est positive-
mais n'est pas
difinie positive :

disq2x =0I isotropes On aura
-

x=0 5z1 9 p (0,2)
=0 Ex

p.2x9p(0 ,1) =0

dégénére
O est valeur propre

deA

3) 3x -7x = 9g(x , ph)

selon la direction tos , point Isaddlepoint
en

10 ,0) est un min ↓ forme
quadratige

selndre)-indéfinie
< non dégérer



The 7
.

3
.
3 /formes quadratiques & valees (

soit A=ATa Musuite]
propres

et 9h() = xTAx XER"
,
alors

*
1) A est difule positive O Spc(A)2 R+

(les valeurs propres
det sonf

2) A 11 11 régative strict . Positives)
Ep

SpcLA)C A
-

3) A n'est pas déphie CO A possède des

4) Avon dégénére #O Ainversible
valers propres

C OESPC(A) de signes opposés.
dino : #~ l'idée est de diagonaliser 9A

ap est
us 9ply] = 4 y7 -- Apyn isotrope
=Py si X1- <Ap > 0
(Porthogonde) alors 9ply) > 0 . (cfd)

Cor 7
.3 .

4
-
Si A est définite positive ,alors la fonction

xTAy = 02y est un product scalaire
- 2



exemple :7 .

3
.5 : n=3 R-R

9A
(xc) =3x+ 2x2 + x3 + 4x ,3+44
est-elle dif - positive ?

& gelle esta torne diagonale de 97 ?une

Trouer A : A = 1322 (-

021

exo

m) Spc(A) = G- 1 ,2 , 53 non définie

(non diginäre)
malgré les apparences.

&.7 .4 . Optimisation sous-contrainte
simple

Problème7 .4 .
1 : Si fiR" -> R fonction

et CCIR" sous-ensemble
.

-

en cherche
,
si possible,

M = max &fic] ne =mindfin]
CEC CE(



c'est ca qu'on appelle are optimisation
-

sous contrainte 1 C étent la contrainta)
--

Exempleuni C = SetRI llxl =1}
* l'hypersphère

unité

·
Rem

.7 .
4
.2 : AAT

,
alors -

=59a(x) /112cl=13 C R
est i intervalle borré et

M = max & XAx 1 llacl =13
m = min SectAx/1x1 =2}

I = [m ,M



The 7 .4
.

3 : soit A-AT
, 9A ,

M
,
m comme

alors

1) M est égale à la plus grande vali propre de

appelons-la Emax , et ce maximum
est atteint en tout Lecteur propre

unitale Xmax associé à
max

[i . e 1/ mall =1)

2) m est égal à la plus petite val propre
de Ai Amin
Ce minimum est atteint en min

qui est un recteur propre unitaire
associé à Emin

.

In (max) = Emax 9 mm) = Amin

#4. 4

A =(2) us C(t) = - (t-6)(t-3)(t-)
* oral. propre vi) rest pope



M = 6 atteint en=* (n)
m= 1 atteint en I)

idie de dino du the 7 .4.3 :

diagonaliser ap en base orthrornée
..

It dlutilité on Analysez)
Morale : le comportement de an sur-

2 = Soct") /bell =1] se lit sur
Spc(Al .

(A=AT) .



&. 7 .
5 Décomposition en valeurs
singulières/SVD=e &

decoup-

· Si A carée et si tout va bien"
on peut diagonaliser A
7P inversible ta A = PDp

-

D diagonale (A= Q DQ , Pepty
(s) A est sym. , alors on peut prendre Porthogonale

cad PEPT)
Problèmes :

- il
y a des matiles carriesron diagonalisable

-
il ya des matulas non carrées.

Astuce 7
.5
.

1 : Pour At Mmxn (R) .

1) la matrice ATAE Mnxn(R)
est synetiige lexerde)
et donc orthogonalement diagonalisable



2) On a vu ge si BBT (BEMnan)
alors les vale propre de B

resurent comment B diforme

certains rectors (id les leaters :

propres]

s Bx = Xx et si Ill = 1

alors 1/BxIl = 11 xxll = 1x1 . 11 = 141

5.2 : A= (112233
TAiR-R

question : Pour quells)
2 #As -

SCER3(tq(c=1)
La valeur IlAsall est elleM

23 maximale ?
A TA
-> le plus lon

· inte
de

lorigineL

x



Rem7 .5 .3 :

Maximiser IIAzll (20)

equivant à maximiser IlAx/1
or rous arons

·IIIAxI12= Ax : Ax = (AxJAx
= /AA)

ATA est positive (EO Spa(AA)(R+)
Donc S maximiser /IAxI) sous la contrainte

Neck1

equivant a maximiser

la forme gradr. 9 AA
EX 7

.
5
.2 (suite)

170-A =(4)=



calculs

us SpcCATA)= 5360,90 ,0
4

360 = max GlAx11211kx) =1}

⑤= 60 = max &IlAsll /11=13=E
atteint en x=V, - vecteur propre

unitaire

calculons associé à A
,

Av , =(1)(=Y
Avz= (g) #
Lavall = Vz =3to

Rev7
.

5
.
4 : Cet exemple suggire que

l'effet de At Mmxn IIR) sur la sphère"
unité 2 est visible sur la fore quade . MATA



Déf .
7
.

5
.

5 /Décompositions en valeurs
singulières alue matrice (man


